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This last possibility arises as a consequence of the 
particular way of preparing the crystals. They grow 
by slow evaporation of the solvent on an object glass. 
Suppose tha t  two elementary layers (bimolecular) 
meet with an orientation difference which is ap- 
proximately one of the allowed values. A layer which 
is subsequently deposited in correct position on one 
of the first layers will eventually grow over the 
boundary and will impose the same inclination of the 
chains also on the second crystal where the tilt  of the 
chains is now different from the one in the first layer. 
Growth around a dislocation in such a crystal will 
give rise to a polytypie crystal if the Burgers vector 
is large enough to expose a layer of both orientations. 

I wish to thank Prof. Dr W. Dekeyser for his in- 
terest in these observations and Prof. F. C. Frank for 
valuable criticism. This work is par t  of a research 
program supported by I.R.S.I.A. (Insti tut  pour Fen. 
couragement de la Recherche Scientifique dans l 'In- 
dustrie et l 'Agriculture) ; Comit~ pour l '~tude de l 'E ta t  
Solide (Brussels). 
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La M4thode Stat is t ique en Cristallo~,raphie. I 

PAR E. F. BERTAUT 

Laboratoire d'I~lectrostatique et de Physique du Mdtal, Institut Fourier, Place du Doyen Gosse, Grenoble, 
Is~re, France 

(Repu le 12 novembre 1954) 

Two general theorems are enunciated on the probability of the value of certain functions. From 
these we deduce a concise mathematical formulation of the statistics of structure factors and of the 
joint probability of structure factors. By means of a characteristic function we have systematized 
the correlation between structure factors and have extended the results of Hauptman and Karle. 

Introduction et plan 

Les m~thodes statistiques en cristallographie, in- 
augurges par Wilson (1949), continu~es par Haupt-  
man & Karle (1954), Karle & Hauptman (1952, 1953), 
Rogers (1950), Luzzati (1953), Cochran (1954), Woolf- 
son (1954), Vand & Pepinsky (1953) et tant  d'autres, 
ont pris une telle extension qu'il nous a paru utile 
de rechercher une base de ddpart aussi g6n~rale que 
possible, jointe ~ une formulation math~matique aussi 
simple que possible. 

Nous avons ~t~ amend ainsi £ d~montrer dans la 
partie I deux thdor~mes tr~s g~ndraux de la thgorie 
des probabilit~s qui d'ailleurs peuvent s 'appliquer 
bien d'autres sciences que la eristallographie. Le 
premier traite de la probabilit~ de la valeur d'une fonc- 
tion, le deuxi~me de la probabilit~ composde de 
valeurs de plusieurs fonctions {I-2°). Dotge des r6- 
sultats concis de la partie I, la m~thode devient plus 

AC8 

claire et plus directe que celle de Hauptman  & Karle 
(1954) tout  en aboutissant, sans aucune hypothgse 
suppldmentaire, ~ des rgsultats essentiellement dquiva- 
lents. 

Dans la partie I I l a  mgthode est appliqu~e £ la 
statistique g~n~rale des facteurs de structure (II- l°) .  
On y traite dgalement de la relation avec la statistique 
de Wilson (II-2°), de l'influence des sym~tries sur les 
rgflexions g~n~rales (II-3°a) et sp~ciales (II-3°b) et 
de la valeur moyenne d'une puissance [F]P d 'un facteur 
de structure off le rdsultat est particuli~rement simple 
(II-4°). 

La partie I I I  consid~re la probabilit~ compos~e, 
correspondant h u n  trbs grand nombre de facteurs de 
structure. Notre mdthode apparalt  alors traduire 
analyt iquement les idles de Vand (1954) (III-I°) .  
Grace £ l ' introduction d'une fonction caract~ristique 
(III-2 ° et I-4°), le calcul de la probabilit~ composde, 
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qui permet de d~terminer le signe probable d'un fac- 
teur de structure (III-3 °) et la valeur probable d'un 
facteur de structure inconnu (III--4°), peut gtre con- 
duit rigoureusement (III-5, 6 et 7). Des termes nou- 
veaux, non mentionnfis par Hauptman & Karle (1954) 
y apparaissent (III-6°). 

I. La probabilit6 de valeurs de fonctions 

1 °. Ddfinitions 
Nous faisons un usage constant de la fonction de 

Dirac O(z-a).  Elle a l e s  propri6t~s suivantes: nulle 
pour z # a, infinie pour z = a, elle est telle que 

i oo O ( z - a ) f ( z ) d z =  f ( a ) .  (I- l)  
- - 0 0  

En particulier, lorsque f (z)  se rfMuit ~ la constante 1, 
on voit que 

i oo O(z-a)dz  = (I-2) 1.  
- - 0 0  

Soient alors n variables stochastiques x , , . . . ,  xn 
(par exemple les coordonnfies cristallographiques). 
Nous d~finissons la probabilit4 ~lfimentaire par l'fil~- 
ment de volume dx~....dx,~ que nous normalisons par 
la condition 

I I  dx~ . . . . .  . • o ~=* o" • dxn 1 (I-8) 

Soient enfin des fonctions r~elles F ( x z , . . . ,  x,) 
d~pendant de n variables x~(j = 1, . . . ,  n) et prenant 
toutes leurs valeurs dana l'intervalle 0 < xi < 1. Elles 
peuvent ~tre z~ro k l'ext~rieur ou encore ~tre des fonc- 
tions p~riodiques. 

2 °. Thdor~mes fondamentaux 
Thdor~me I . - -La  probabilit~ P ( A ) d A  pour que la 

fonction 2 ( x ~ , . . . ,  x,) d~pendant de n variables 
xi( j = 1, . . . ,  n) prenne des valeurs comprises entre 
A et A +dA est telle que 

P(A)  = I l O ( F - A ) / I  dx i . ( I 4 )  
d 0  ~'=1 

The'or~me I I . - -La  probabilit6 composfe 

P(A1, . . . ,  Am) H dA~ 
• k = l  

pour que les m fonctions Fk(xi, . . . ,  x,) (k = 1 . . . .  , m), 
d6pendant de n variables xi( j = 1, . . . ,  n) prennent 
des valeurs respectivement comprises entre A~ et 
A ~ + d A ~  est telle que 

I - P(Az ,  . . . ,  A~) = H O(Fk--Ak) I I  dx~ . (I-5) 
O k = l  j = l  

Ces ~nonc~s satisfont aux axiomes usuels de la th~orie 
des probabilitfis tels que la positivitfi de la probabilitY, 
son additivitfi dans des domaines sans point commun. 
Enfin fl est facile de dfimontrer que la probabilit~ 

intfigrfie est figale ~ l'unit4, en utilisant (2) et (3). 
On a par exemple 

I~_ooP(A,, ~I • . . , A m )  dAk 
k = l  

t,--oo k = l  0 j = *  
(I-6) 

3 °. Cas de fonctions complexes 

Les thgor~mes I e t  I I  se g~ngralisent ais~ment pour 
des fonctions complexes 

F = F ~ + i F  ~. (I-7) 
On peut remarquer en effet que la fonction de Dirac 
(8) est ~quivalente au produit de deux fonctions de 
Dirac. I1 faut alors envisager la probabilitg plus 
ggngrale (9) 

~ [ F - ( A  +iB)]  = ~ ( F R - A ) ~ ( F Z - B )  , (I-8) 

P ( A , ,  . . . , A m ; B ,  . . . .  ,Bin) 

= ~(FR--Ak)O(F~--Bk) I Idx j .  (I-9) 
0 = ;/=1 

La formulation concise des probabilit~s de valeurs de 
fonctions (4) (5) et (9) pr~sente de nombreux avantages 
qui apparaltront clairement dans les sections suivantes. 
Dans cette ~tude nous ne traiterons que le cas de 
fonctions r~elles. 

4 °. Reprdsentation analytique 

I1 existe une infinit6 de representations de la fonc- 
tion de I)irac. Nous choisissons la suivante: 

f 
o o  

~ ( F - A )  = exp [ 2 z d ( F - A ) u ] d u .  (I-10) 

Ce choix est particulibrement indiqu~ lorsque les f~nc- 
tions F sont des sommes de fonctions d'une seute 
variable telles que 

F k ( X l  . . . .  , X n )  ---- g l k ( X l )  ~ - g 2 k ( X 2 )  T . . . + g n k ( X n )  . ( I - l l )  

Car dans les expressions de P(A)(12)  et P ( A  1 . . . .  , 
Am) (13) on remarque que les fonctions K(u)  et 
K(Ul, . . . ,  u,n) deviennent des produits d'int~grMes 
dont cl~acune n'op~re que sur une seule variable. 

P(A)  = K(u)  exp ( - 2 ~ i A u ) d u  , 

' - ~  (I-]~) 
K(u)  H I  1 -- exp [2zdug/(xi)]dx i . 

i=1 o 

P ( A  z, . . . ,  A,,) 

S = K(Ux, . . . ,  urn) exp ( -27dAkuk)duk ,  
- - o o  k = l  

(I-13) 
K ( u . . . . ,  urn) 

1 ° 

~=1 o exp [2~i~=~.~ ukgi~(xj)]dxj. 
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Notons que K(u) et K(u~, . . . ,  urn) sont les transfor- 
rages de Fourier de P(A)  et P(A 1, . . . ,  Am). K(u) et 
K(u~, . . . ,  urn) sont done des fonctions caractdristiques 
au sens de la thdorie des probabilitds. Leur discussion 
simplifie grandement l'expos~. 

II .  L a  s t a t i s t i q u e  d e s  f a c t e u r s  d e  s t r u c t u r e  

Les facteurs de structure F(h,k,1) sont des fonctions 
du type (I-11). Les variables x1 sont alors des vec- 
teurs et dxj dans (I-12) est l'abbr~viation du volume 
~l~mentaire dv(x i )=  dxldyidz i dans lequel pointe le 
vecteur x r 

1 °. Cas du groupe P1 
Le facteur de structure est de la forme 

~v/2 ~/2 
F(h,k,1) = .~ 2fi cos 2~ (hx~ + ky~ + lzi) = ~ g1 (xj) . (II-1) 

La fonction caract~ristique K(u) s'~crit explicitement 

i=~ 0 exp (isl cos Oi)dv(xl). (II-2) 

Compte tenu du ddveloppement suivant de Fourier- 
Bessel et compte tenu des abbreviations (II-4) 

co 
exp (is cos O) = ~v i p exp ( - ipO)Jp(s)  , (II-3) 

p~--¢¢ 

sl = 4z~flu; O~ = 2z~(hxi+k~yj+Iz~) , (II-4) 

l'intdgration dans (II-2) ne laisse subsister que le 
terme p = 0 d'ofi 

i 
co ~V/2 

P(A) = l l  Jo(4~f~u) exp ( - 2 ~ i A u ) d u  . (II-5) 
- o o  i = 1  

Ce r6sultat est ~ rapprocher du probl~me du 'random 
walk' (Karle & Hauptman, 1952). 

2 °. La statistique de Wilson 
L'approximation de Wilson consiste £ ne retenir 

que le premier terme dans le d~veloppement de 

s~ s4 s 6 llsS 
l°gJ°(s)  4 64 576 49152 . . . .  (II-6) 

On a en effet 

P(A) ~ exp ( -2zdAu-27c2u2Z)du 
--00 

off 
-- [V(2z~Z')]-I exp (-A~/227), (II-7) 

N 
Z ~ = ~ v f ~ .  ( I I - 8 )  

j = l  

3 °. Influence de symdtries 
(a) Rdflexions gdndrales.--Bien que le rgsultat soit 

d'une grande g~n~ralit~ nous examinons un cas par- 

ticulier pour illustrer les idles, celui du groupe P21/c 
off les positions de points sont :i=(x, y, z; x, ½-y,  ½+z). 
Les fonctions g(x) ont alors la forme 

g(x) = 2f  (cos 2ze(hx+ky+lz) 

+cos 2zc[hx-ky+lz+½(k+l)]} 

= 2f (cos Ol+cos 03) • (II-9) 

Grace 

exp [is (cos 01+cos 03)] = 

2," iPJp(s) exp ( - ip01)  2J iqJq(s) exp ( - iq02)  , (II-10) 
p q 

on obtient 

f exp [2zdug(x)]dv(x) = J~(4~fu),  (II-11) 

~'I4 
g(u)  = I I  J2o(4z~fiu) , (II-12) 

1=1 

car pour une r~flexion g6n6rale (hid) il n 'y  a aucune 
combinaison de p et q qui rende la somme 

POl +q02 = (P+q) (hx+Iz) + (p-q)ky+½(k+l) (II-13) 

ind~pendante de x, y et z, saul p e t  q nuls tous deux. 
Nous dirons encore que les points dquivalents par la 
sym6trie 'ne combinent pas'. En gdndralisant, une 
position x de multiplicit6 n fournira une contribution 
J'~/~(sj) au produit K(u). On en d6duit la consequence 
suivante en ce qui concerne les r6flexions (hkl) gdnd- 
rales: Une position de points de multiplicitd 2p et de 
facteur atomique f produit la m$me rdpartition du facteur 
de structure que 2p atomes de mdme pouvoir diffusant et 
relids uniquement par un centre de symdtrie. En d'autres 
roots, il n 'y  a pas de diff6rence essentielle dans la 
r6partition des r~flexions g4n~rales du groupe P1 et 
de groupes centrosym6triques de sym6trie plus 6lev~e.* 

(b) Rdflexions spdciales.--Cela cesse d'fitre vrai pour 
des r6flexions sp6ciales. Dans l'exemple choisi du 
groupe P21/c la somme pO~+q02 (II-13) est indd- 
pendante de x, y, z pour les rdflexions sp~ciales (hO1) 
quand p = -q .  Le rdsultat auquel nous parviendrons 
peut fitre obtenu par la th~orie des fonctions de Bessel. 
Mais nous choisissons la mdthode suivante qui est 
plus simple. Les fonctions g(x) ont alors la forlne 

g(x) = 4f cos 27e(hx+lz) avec 1 = 2n ,  (II-14) 

et la m~thode suivie plus haut nous conduit 

2v/4 
K(u) = I I  Jo(8zfju) . (II-15) 

]=1 

Le lecteur pourra se reprdsenter la diffdrence entre 
(II-12) et (II-15), done entre r~flexions g6ndrales et 
sp~ciales, en comparant les approximations suivantes 

J~(s) ,-. exp (-s~/2); J0(2s) ~ exp (-s2) .  (II-16) 

* On  e x c e p t e  les d i s t r i b u t i o n s  h y p e r s y m ~ t r i q u e s  (Roge r s  & 
Wi l son ,  1953). 

37* 
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I1 fitablira avec aisance que les rfiflexions (0k0) ont la 
mfime rfipartition que les (hOl). La recherche des 
groupes d'espace par  l'fitude de la rfipartition des 
intensitfis zonales a f a r  l 'objet d 'un certain nombre 
de t ravaux (Rogers, 1950). Nous avons simplement 
voulu montrer  qu'fl est possible de donner une forme 
matMmat ique  concise et exacte des r~partitions sta- 
tistiques, la prficision pouvant  ~tre poussfie aussi loin 
que l 'on veut. 

4 °. Valeur nmyenne de IFI p 
Connaissant la probabilitfi P ( A ) d A  pour que F soit 

compris entre A et A + d A  la valeur moyenne de ]A[ v 
est dfifinie par  

lAir = ~ [AIPP(A)dA . (II-17) 
,! 

En ver tu  de (I-I)  et (I-4) elle se rfiduit 

]AIVO(F-A)dA  H dx~ = IFlV H dxs . (II-18) 
- o o  o 5 5 

Cela est ~vident a priori puisque I l d x  5 est par 
5 

d6finition une probabilit6 616mentaire. I1 n'est point 
ndcessaire de l~sser par la forme explicite (et souvent 
approchfe) de P(A  ) pour conna$tre les valeurs moyennes 

de [FIv*. La classification des valeurs de IF[ 2 et [El ~ 
des r~flexions g~n6rales et spficiales fournit un moyen 
commode pour reconnaltre un groupe. 

III. Les  probab i l i t6 s  c o m p o s 6 e s  des  fac teurs  
de s t r u c t u r e  

I °. Relations avec la thdorie de Vand 
Vand (1954) a examin4 r~cemment les correlations 

entre deux facteurs de structure en portant  par 
exemple F(1) en fonction de F(2) pour un hombre 
d 'atomes figaux. I1 est ~vident, en ver tu  de la dfi- 
finition de la fonction de Dirac ~ ( F - A )  que la densitd 
de probabilit~ 1I O ( F , - A , )  est nulle dans les r~gions 

k 

'dfifendues' des cartes dress~es par Vand. La densit~ 
de probabilit~ ne diff~re de z~ro que sur les intersec- 
tions des surfaces multi-dimensionnelles, envisagges 
par  Vand. 

2 °. Dgfinitions et gdngralitCz 
Nous d~finissons de nouveaux facteurs de structure 

par t 
E(h) = 2 fpi(h)~(h) , (III-1) 

5=1 

off les ~(h) sont des formes trigonomfitriques 

* Cela peut cependant 6tre avantageux lorsque l'on veut 
connaltre les termes les plus importants, en particulier pour 

impair, car le d6veloppement en s6rie de [-~l~/+~ : 
[~/(15'12)]~/+ ~ a une infinit6 de termes. 

~5(h) = ~ exp (2~ihC, xs).  (III-2)  

Cs est un op6rateur de sym6trie d'ordre n 5 associ6 t~ 
la position x~. I1 n 'y  a aucun avantage ~ 6crire ~5(h) 
sous forme d 'un produit. Le nombre total  d 'atomes 
dans la maille est 

t 

N = ~ ns, (III-3) 
5=1 

s'il y a t positions diff6rentes. Les ~5(h) sont des fac- 
teurs atomiques modifi4s 

~(h)  = / 5 ( h ) / ( ~ )  ½ , (III-4)  

off f5 est le facteur atomique et Yh le facteur de struc- 
ture sous leur forme habituelle. La valeur quadratique 
moyenne des E(h) sera donc l'unitd Tar dgfinition. 
Nous utiliserons dor~navant l 'approximation simplifi- 
catrice suivante 

fs(h) = gs f (h  ) . (III-5)  

Comme alors ~5(h) ne d~pend plus de h, nous noterons 
en particulier 

t N N 

z, = 2  n~9~ = 2 Z}'/(2; Z~) ' / ' .  (III-6) 
5=1 5=1 5----1 

Lorsque t o u s l e s  atomes sont ggaux, on a 

% - N ~-p/2 . ( III-7)  

Remarquons qu'on a toujours pour une rgflexion 
g~ngrale 

z9 = 1.  (III-8) 

Le cas de rgflexions spgciales sera examing plus loin 
(iv-4o). 

La probabilit~ P(A  1, . . . ,  A m ) d A 1 . . . d A m  pour que 
les facteurs de structure E k ( K  = 1 , . . . ,  m) soient 
compris entre A k et Ak+dAk*  est donnge par  (I-13) 
off la fonction caract6ristique K ( u l , . . . ,  u~) a la 
forme 

K(ul ,  . . . ,  urn) = I I  qj , 
"1 m 5=1 ( I I I -9) 
0 

= ,,~oeXp [2rdk=l ~ ~i~(hk)Uk] dx~dy~dzs- q~ 

3 °. Recherche du signe d'un facteur de structure 

Soit ~ d~terminer le signe probable, not6 sl, du 
f~cteur de structure E 1. 

Notons par P+ la probabiht~ qu'fl soit positif et par 
Pi- celle qu'il soit r/~gatif. Avec les abbreviations 

m ?n 

/ I  = H exp ( -2rdAkuk)du~. ,  (III-10) 
2 k = 2  

H K (u 1, . . . ,  urn)/ ' / ,  (III-11) 
2 

* Conform~ment & la d6finition des Ek (III-1), les valeurs 
Ak qui les mesurent, sont ~gales aux F~ observ6s, divis6s par 
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et en d6signant par C une constante de normalisation 
(n6cessairement positive), on a 

P+ = C exp ( - 2~ilA ~[u~) du x H ,  
- - O O  ° ' "  " - ~  (111-12) 

PF = Cf-~o" I - ~  exp(+2nilA~lul)du~H' 

et 6videmment 

P + + P F =  1 = 2G 

× I ~ I ~ cos (2g[A,[u,)du, H (III-13) 
" - ) - - O O "  ° ° ~ Y - - ~ O  

Grace £ (III-13) on peut 6crire 

P+ = ½ - i C  sin (2~lAllu0du~// (III-14) 

Si P+ d6passe ½, sl (signe probable de E~) est positif. 
De m4me si P+ est infdrieur ~ ½, 81 est ndgatif. Dans 
les deux cas, s~ est le signe du deuxi6me terme du second 
membre de (III-14). Comme dans l ' int6gration sur u~ 
entre -o~  et c~ route fonction impaire en u~ disparait, 
nous garderons dans (III-14) uniquement la partie 
de la fonction caractdristique K(u~, . . . ,  urn) impaire 
en u~. Notons-la par Kw On a donc 

s~ = signe de - i  sin (2~[A~[ul) duiKi~ 
- - o o "  ° ° ~ 2 - - o o  

{L i 0} = signe de . . .  exp (-2~i]A~]u~)duxK~ . 
~ - - C O  

(m-15) 
Supposons qu'aucun des signes des facteurs de struc- 
ture ne soit connu. La d4termination du signe s~ de 
E~ intgresse alors la partie de K(u~, . . . ,  urn) impaire 
en u~ et paire en ue(K = 2 , . . . , m ) .  En effet, en 
4valuant alors 

P+ = P(+[A~], ±As, . . . ,  ± Am); (III-16) 

c'est £ dire en sommant P(AI,  A ~ , . . . ,  Am) sur toutes les 
combinaisons possibles des signes des Ae(k = 2 , . . . ,  m) 
on v6rifie ais6ment que l 'on obtient des relations de la 
m4me forme que (III-11) £ (III-15),  mais dans les- 

m 

quelles H (III-10) est remplac6 par la fonction paire 
s 

/~ cos (2~Aeue) due. (III-17) 
k=S 

4 °. Valeur probable d'un facteur de structure 
Supposons connus tous les facteurs de structure 

saul E~ situ6 par exemple en dehors de la sph6re de 
r6flexion. La fonction de r6partition de A~ est 
P(A~,A~, . . . ,Am)  off A 1 est variable et les A s , . . . , A  m 
ont leurs valeurs connues. La valeur la plus probable 
de E~ est celle qui rend P ( A I , . . . ,  Am) maximum. 
Elle est donc solution de l '6quation (voir 1-13) 

3P/3A1 = 0 ,  
OU 

ulk(ui,  . . . ,  Urn)/lexp (-2~iAkuk) duk = 0.  (III-18) 
e = x  

La m6thode peut 4tre 6galement employ4e pour la 
d4termination des signes de facteurs de structure dont 
on connalt le module. En effet, on peut 4crire une 
4quation telle que (III-18) pour chaque facteur de 
structure. On obtient ainsi un syst6me d'6quations 
dans lequel on peut substituer £ chaque facteur de 
structure El, sa valeur exp4rimentale en module IAel, 
multipli6e par son signe inconnu sk. I1 faut ensuite 
r4soudre le syst6me d'4quations par rapport  aux signes 
inconnus. Nous ne raisons qu'effleurer la m4thode 
sugg6r6e dans cette section. Elle n4cessite l ' interven- 
tion de la partie impaire et de la partie paire de 
k(u~ . . . .  , urn) conjointement. 

5 °. Forme de la fonction caractdristique 
Nous d4veloppons les calculs avec quelque d6tail, 

le t ra i tement  de Hauptman  & Karle (1954) ne tenant  
pas compte de tous les  termes possibles. D4veloppons 
l'exponentielle dans qj (III-9)  en s4rie de Taylor et 
intggrons chaque terme. Le r4sultat peut 8tre 6crit 
sous la forme (III-19) off les ap sont des polyn6mes 
de degr4 p e n  u dont la forme est pr4cis6e dans la 
section 6 ° . 

OO 

q = 1 - a ~ - i a a + a 4 + i a s +  . . . .  .~, iPap. (III-19) 
p=O 

Posons 
q = 1 - e  (III-20) 

et 6valuons 
log q = - e - e ~ / 2 - e a / 3  - . . . .  (III-21) 

Sommons sur tous les  atomes j de l 'unit6 asym6trique. 
On obtient un r6sultat de la forme (III-22) off Cp est 
un polyn6me de degr6 p en u 

t 
log K(ux, . . . ,  Um) = ~, log ¢j 

1---1 
t 

= .~, [ -  a~-iaa+ (a4-  ½a~) +i(a 5 -  a~aa) 
i=1 (III-22) 2 1 

- -  ( ( r6 - -  ½ a 3 - -  (79(~4 + ~ 0 ~ )  

+ i (a~- aaa,-- a, a5 + a~ aa) + . . .  ]i 
O 0  

p = 2  

On 6crira ensuite 

K(ux, . . . ,  Um) = exp (--V~) exp ( - - iva+~4+. -  .) • 
(III-23) 

On d4veloppe £ nouveau la deuxi6me exponentielle en 
s4rie de Taylor, en groupant toujours des polyn6mes 
de m4me degr£ On a finalement (III-24) off Tp 
d4signe un polyn6me en u de degr6 p. 

OO 

K(ux, . . . ,  urn) = (exp - T s ) ( l +  Z, iTp) , (III-24) 
p----3 
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T ~ = v ~  pour k = 2 , 3 , 4 , 5 ,  ] 
T~ = ~+½~a ~ , j (III-25) 
T~ = ~ + ~a~4, etc. 

6 °. Ddtermination de % et de T v 
La valeur d 'une th6orie d6pend en grande partie 

de la rigueur de son dfiveloppement. C'est pourquoi 
nous examinons en d~tafl l '6valuation des ~v (III-19) 
d6finis par 

( 2 ~ ) v  1 ~ v 

I.,e polyn6me sons le signe int~grale peut s'6crire 

k 

v~ ~ : ~ " "  ~ ~ .  ~ ( i l l - 2 ~ )  
a i ~  ~ "" " 

La condition de sommation est 

On a abr6g6 
a + b + . . . k  = p .  (111-28) 

~ = ~ ( h ~ ) .  (111-29) 

L'int6gration du polyn6me ne conserve que les termes 
non pfiriodiques. Cela impose en gdndral des conditions 
entre h~, h ~ , . . . ,  l~ous appellerons 'conditions prin- 
cipales' les conditions suivantes qui se retrouvent dans 
tons les groupes: 

ah~+bh~+. . .  +kh~ = O. (111-30) 

Dans le groupe P1  on a 

= t + t  -1 ,  

off 
t = exp 2n i (hx+ky+l z ) ,  (111-31) 

= ~ v!  t,_2q (III-32) 
q=o (v-q)  ! q ! 

En subst i tuant  (III-32) dans (III-27), le coefficient 
de ua~u~.., devient 

~'~2; .... ~ t~,~-~ t~ - ~  . . .  t~ - ~ '  
q~, % . . . .  q~ (a - q~) ! q~ ! ( b - q ~ )  ! q~ ! . . .  (k  - q~) ! q~! 

(111-33) 

et des termes non p6riodiques existeront sons la con- 
dition 

(a-2q~)h~,+ (b-2q~)h~+..  . (k-2q~)h~ = O. (III-34) 

Les relations (III-34) contiennent les conditions prin- 
cipales (pour q, = O, v = a, b, . . . ,  k) et d 'autres con- 
ditions que nous appellerons 'subsidiaires', dues £ la 
sym6trie du groupe P1. Nous traiterons dans la partie 
suivante (section IV-4  °) le cas de sym~tries plus 
61ev~es. 

Lorsque tons les exposants v sont pairs, la relation 
(III-34) a tons ses coefficients nuls pour q, = v/2; 
c'est ~ dire, il n 'y  a plus de condition entre les 

h~, h~, Les termes ~ ~ . . . .  u~u~. . .  'sans condition' sont 
dus ~ l ' interaction d 'un atome avec son homologue. 
Ils n ' interviennent pas dans la recherche des signes 
d'apr~s la m6thode expos6e dans la section I I I -3  °. 
L'exemple le plus simple de tels termes est celui de a~ 
(III-35). Le poids des termes sans condition est la 
moiti6 du poids des termes avec condition. En effet 

chaque condition (III-34) correspond celle 6qui- 
valente off tons les signes sont chang6s. II suffit donc 
de faire varier q, par valeurs enti~res clans l 'intervalle 
0 <~ q, < v/2 pour d6nombrer la totalit6 des cas. I1 est 
commode de repr6senter les valeurs de q,, v - 2 q ,  etc. 
des expressions (III-33;  111-34) dans un tableau pour 
chaque valeur de l 'exposant v. Nous y renon?ons pour 
des raisons d'6conomie, mais le lecteur pourra les 
tracer ais6ment et v~rifier par  exemple que le terme 
u~u~ est accompagn6 (a) d 'un coefficient 1/4! et d 'une 
condition h~,+4h[~ = O, (b) d 'un  coefficient 112! et 
d 'une condition h~,+ 2h~ = O. 

Compte tenu des conditions (III-30;  I I I -34)  on 
trouve les expressions suivantes dans le groupe P I :  

m 

(a2)j = (2z)29~ - ~ u~, (III-35) 
k = l  

(as) /=  (2~)a2~.(½ ~ u~u~+ Z ,  u~u~u~), (III-36) 
1 2 

4 2 2 + (2=p~,'(¼ 2; % + ~Y %u}), (111-37) 
a4=/~ 

(as)j = ( a s ) n + ( a s ) ~ 2 ÷ ( a s ) ~ 3 ,  

off 
1 4 1 

(as)j1 = (2g)52~ • ~'4 ! Z6 u~,u~÷ ~ .~  u~,u~a 2 

1 a 
+ ~ ~s U~U~U~, ÷ 1 _ 2 ~ 

4½ 
10 11 / (III-38) 

/ 

2.~ 13 

1 * 2 2~ ÷ ~  .Z, uau~u v/ , 
V # a,13 

3 

14 

+ ~ *  %u~%u~). 

Ici les sommes marquees d'indices 1, 2, . . . ,  11, cor- 
respondent ~ des conditions principales (III-30) entre 
h~, h e , . . . .  Leurs coefficients sont 6videmment pro- 
portionnels aux 'moments mixtes'  de Karle & Haupt-  
man. Les sommes dans (as)j2 (marqu6es d'indices 12 
et 13) correspondent ~ la condition subsidiaire 

h~÷ 2h~ = O. (III-39) 
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Les sommes dans (G5)i3 correspondent £ la condition 
subsidiaire 

~ + ~ + ~  = 0 .  (111-40) 

De telles sommes n'ont pas 6t6 consid6rdes par Karle 
& Hauptman. 

Les sommes non marqu6es (dans a2 et %) corre- 
spondent aux termes 'sans condition'. Les sommes 
marqu6es d'un ast6risque n'ont pas 6t~ num6rot6es 
parce qu'elles disparaissent dans l'expression finale 
des Tv. Les polynSmes Tv se construisent ais6ment 
grace ~ (III-22 ~ III-25). Dans la sommation sur tous 
les atomes (indice j) on a 6videmment grace £ (III-6) 

z~ = 2;  2 ~  = 2;  ~ .  ( I I I -4 ] )  
i = l  ~=1 

Dans le cas d'atomes tous 6gaux la s6rie des z~ con- 
verge comme (~/ZT)2-~. lXTous donnons ici les expressions 
exp]icites des polynSmes T~, car nous nous en ser- 
virons constamment, m6me pour des groupes autres 
que P i  (les conventions dans les notations sont les 
m~mes qua pour les a~): 

2 T 2 = (27~)2½ ~ uk ,  

T 3 = (2~ )3z3 (½  2 + ~ ) ,  
1 2 

(111-42) 

(111-43) 

+ 2  -~  2 u~), (111-44) 
5 

T5 = (T5)I+ (T5)2+ (T5)3 , (III-45) 

(T./~. -- - ( ~ / % ( ~  2: + t2:) ,  
12 13 

(T~h -- - ( 2 ~ ) % ½ 2 ' .  
14 

7 °. Intdgration 

La fonction caract6ristique K(u l, . . . ,  u~) peut ~tre 
~crite maintenant sons la forme explicite (III-24) et 
int6gr6e terme ~ terme. En complete analogie avec 
(II-7) on obtient pour le premier terme 

off 

exp - T  2 J-/exp ( - 2 ~ i A k u k ) d u k  = G (Ak), 
--co k=l k=l 

(III-46) 

G(Ak) = [~/(2~)] -1 exp ( -A~/2) .  (111-47) 

C'est ici qu'apparalt l 'avantage des facteurs atomiques 
modifies ~i (III-4). Les A~ deviennent des variables 
'normales' dans la representation normale de ]a fonc- 
tion de Gauss G(A). Les int6grations suivantes peuvent 
se ramener ~ des d6rivations de (III-46), car 

_ uP exp - ( 2 ~ u ~ + 2 ~ i A u ) d u  = G(A) .  

( I I I48 )  
De 1~ on d6duit les correspondances 

0G 
u D A G ,  

~A 

O2G 
u 2 ~ ~A 2 = (A2-1)G,  

~ 3 G  (III-49) 

U a D ~A 3 ( A a - 3 A ) G ,  

~4G 
u 4 ~ ~A 4 = ( A 4 - 6 A ~ + 3 ) G .  

Notons en passant qua les coefficients de G dans 
(111-49) sont des polynSmes d'Hermite (~ une sub- 
stitution lin~aire pros). 

I1 est alors facile d'6crire l'expression explicite de la 
probabilit6 compos~e dans le groupe P i  

P ( A  1, . . . , A m )  -- H G ( A k ) [ I + S 3 + S 4 + S 5 + . . . ] ,  
k = l  

off (III-50) 

$3 -- z 3 [ ½ X ( A ~ - I ) A ~ +  X A ~ A ~ A  r] • (III-51) 

Nous laissons au lecteur le soin d'expliciter les sommes 
S ae t  S 5 £ titre d'exercice, grace aux relations (III-49) 
et aux expressions connues de T ae t  Ts, en appliquant 
la rggle simple suivante: substituer dans les expres- 
sions des Tp, A, A2-1 ,  A a - 3 A ,  A4-6A3+3 £ u, u 2, 
u a, u 4, etc. respectivement; supprimer le facteur (2g)P; 
ajouter le r~sultat. 
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